
 

 

ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 
 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (ΘΕΤΙΚΕΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΕΣ  

 
ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ) 

 
 
 

1. Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0,2] με f (0) 1  και συνεχή πρώτη 
παράγωγο για την οποία ισχύει τύπο 1 f '(x) 3   για κάθε x [0,2] . 

α) Να δείξετε ότι  
22

x 2

f (2)
e x dx 0  . 

β) Να δείξετε ότι η εξίσωση 
x

22f '(x)e x f (x)  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
διάστημα (0,2). 

γ) Να υπολογίσετε το όριο 
 

2

5 3

tx 4
4 2

f (2)

f (1) 7 x 9x x 1
lim

e t
dt x 4x 5

2 t



   

 
  

 


 

 
ΛΥΣΗ 

 

α) Έστω η συνάρτηση g ορισμένη στο R με τύπο 
2x 2g(x) e x  . H g είναι συνεχής και 

παραγωγίσιμη στο R ως σύνθεση εκθετικής – πολυωνυμικής και διαφορά με πολυωνυμική 

με    
2 2 2x 2 x xg'(x) e x ' 2xe 2x 2x e 1         

2x 2g'(x) 0 2x 0 ή e 1 0 2x 0 ή x 0 x 0           
2x 2e 1 0 x 0 x 0       

x                      0                        
2x                                        

2xe 1                                         

 
2x2x e 1                                         

Τότε 
x                         0                              
g '(x)                                                     

g 
                                                 

Η συνάρτηση g παρουσιάζει ελάχιστη τιμή στη θέση 0x 0  δηλαδή 

g(x) g(0) 1 0   . 

Επίσης 



 

 

f ή [0,2]

f / (0,2)

   


   
 υπάρχει τουλάχιστον ένα (0,2)  ώστε 

 
f (2) f (0) f (2) 1

f '
2 2

 
   . 

Τότε  
f (2) 1

1 f ' 3 1 3 2 f (2) 1 6 3 f (2) 7
2


              άρα 

f (2) 2 . 

Τότε    
2 22 f (2)

x 2 x 2

f (2) 2
e x dx e x dx 0      . 

 

β) Έχουμε  
x x

2 22 2e f '(x) x f (x) f '(x)e x f (x) 0    . 

Έστω η συνάρτηση h ορισμένη στο [0,2] με τύπο 
x

22h(x) f '(x)e x f (x)  . 

H h είναι συνεχής στο [0,2] ως σύνθεση και πράξεις συνεχών. 

 h(0)h(2) f '(0) f '(2)e 4f (2) 0      διότι   1 f '(0) 3   και 

( )1 f '(2) 3 e ef '(2) 3e
e 28 f '(2)e 4f (2) 3e 12

3 f (2) 7 28 4f (2) 12

    
       

       
 

Άρα από Θ.Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα  0x 0,2  ώστε 0h(x ) 0 . 

 

γ) Επειδή f '(x) 0  για κάθε  x 0,2  η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,2] άρα 

f (1) f (2) 7 f (1) 7 0     . 

Θέτουμε x t  άρα 
1

dx dt
2 t

  , 2

1x f (2) f (2)    και  2x 4 2   

Τότε  
2

2

t
4 2

x 2

f (2) f (2)

e t
dt e x dx 0

2 t


    . 

Άρα  
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2.Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝐟: 𝐑 → 𝐑 για την οποία ισχύουν: 

 
1

2

0

(2xf (x) x f (x))dx e   

 𝐟(𝐱) ≠ 𝟎 για κάθε 𝐱 ∈ 𝐑 
 𝐟′(𝐱) ∙ 𝐟(𝐱) + 𝐟′(𝐱) = (𝟏 + 𝐞𝐱) ∙ 𝐟(𝐱), 𝐱 ∈ 𝐑 

Ακόμη δίνεται η συνάρτηση 𝐠(𝐱) = {
𝐟(𝐱) + 𝐱 ,                  𝐱 ≤ 𝟎

𝐱 ∙ 𝐥𝐧𝐱 +
𝐱𝟐

𝟐
− 𝟐𝐱 + 𝟏 , 𝐱 > 𝟎

 

α. Να δείξετε ότι f(x)>0 για x∈ 𝐑  και ότι   𝐟(𝐱) = 𝐞𝐱,    𝐱 ∈ 𝐑.   
 

β. Να δείξετε ότι η g(x) είναι συνεχής στο R και να αποδείξετε ότι η 𝐂𝐠 

τέμνει τον 𝐱′𝐱 σε τρία ακριβώς σημεία 𝚨(𝐱𝟏,𝟎), 𝐁(𝐱𝟐,𝟎),  𝚪(𝐱𝟑,𝟎) με 
         𝐱𝟏 < 𝟎 < 𝐱𝟐 < 𝐱𝟑.                                                                 

γ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ της γραφικής 
παράστασης της g ,του άξονα x΄x και των κατακορύφων x=2 και x=3. 

         

δ. Έστω η συνάρτηση 2h(x) f (x )  και Η(x) είναι μια παράγουσα αυτής 

στο  με H(1)=0. 

i) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
1

0
Η(x)dx .                            

ii) Να μελετήσετε την H(x) ως προς την κυρτότητα και τα σημεία 
καμπής και στη συνέχεια να δείξετε ότι Η(7x) 2x h(7x) H(5x)   για κάθε 

x>0. 

                                                                                                    

ε. Να βρείτε το όριο 
x 0

f (x) f ( x)
lim

x x

 


. 

α) 
1

2 2

0

1 1

2

0 0

f(x) x f(x) e f (1) e(2xf (x) x f (x))dx e (x ) dx e             

Επιπλέον ισχύει f(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R και είναι συνεχής στο R άρα  
διατηρεί πρόσημο στο R και αφού  f(1) = e > 0  θα είναι f(x) > 0 για 
κάθε x ∈ R. 
 



 

 

 Ισχύει ∶  f ′(x) ∙ f(x) + f ′(x) = (1 + ex) ∙ f(x)
f (x) 0



f′(x)∙f(x)

f(x)
+
f′(x)

f(x)
=

(1+ex)∙f(x)

f(x)
 ⇔ f ′(x) + (lnf(x))′ = 1 + ex ⇔ (f(x) + lnf(x))

′
= (x + ex)′  Άρα 

f(x) + lnf(x) = x + ex + c 
Θέτουμε x=1 : f(1) + lnf(1) = 1 + e1 + c ⇔ 1 + e = e + 1 + c ⇔ c = 0 
Άρα έχουμε f(x) + lnf(x) = x + ex ⇔ f(x) + lnf(x) = ex + lnex     :  (2) 

Θεωρούμε συνάρτηση u(x) = lnx + x , x > 0  

u′(x) =
1

x
+ 1 > 0 για κάθε x>0. Άρα u(x)  γνησίως αύξουσα στο (0,+∝) 

άρα u(x) είναι 1-1. Οπότε η (2) γίνεται : f(x) + lnf(x) = ex + lnex ⇔

𝑢(f(x)) = u(ex)
u(x)1−1
⇔    f(x) = ex, x ∈ R  

β) Ισχύει : g(x) = {
ex + x     x 0                                    

x ∙ lnx +
x2

2
− 2x + 1  , x > 0

   

 g(0) = e0 + 0 = 1 
 lim

x→0−
g(x) = lim

x→0−
(𝑒𝑥 + 𝑥) = 1 

 lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

 (x ∙ lnx +
x2

2
− 2x + 1) = 0 + 0 − 0 + 1 = 1 , επειδή 

lim
x→0+

 (x ∙ lnx) = lim
x→0+

lnx
1`

x

= lim
x→0+

(lnx)′

(
1

x
)
′ = lim

x→0+

1

x

(−
1

x2
)
= lim
x→0+

(−x) = 0  

Άρα lim
x→0+

g(x) = lim
x→0−

g(x) = g(0) = 1.  Επομένως η g(x) είναι 

συνεχής στο 0. 
Ακόμη η g(x) είναι συνεχής στο (-∞,0) και (0,+∞) ως πράξεις 
συνεχών συναρτήσεων. Επομένως, η g(x) είναι συνεχής στο R. 
 

Η g(x) είναι συνεχής στο A1 =(-∞,0] άρα και στο 0 και 
g′(x) = ex + 1 > 0 για κάθε x<0 ,άρα η g(x) είναι γνησίως αύξουσα 
στο (-∞,0]  
lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(ex + x) = −∞   , g(0) = 1 

Συνεπώς g(A1) = ( lim
x→−∞

g(x), g(0)] = (−∞, 1]. 

 Για x>0: g′(x) = lnx + 1 + x − 2 = lnx + (x − 1) 
 Για x>1: lnx > 0  και x − 1 > 0  

Άρα g′(x) > 0  για κάθε x>1 και επειδή η g(x) συνεχής στο [1, +∞) 
προκύπτει ότι η g  είναι γνησίως αύξουσα στο [1, +∞) . 



 

 

 Για 0 < x < 1 ∶ lnx < 0 και x − 1 < 0 
Άρα g′(x) < 0 για κάθε x ∈ (0,1) και επειδή η g(x) συνεχής στο 
(0,1] προκύπτει ότι η g είναι γνησίως φθίνουσα στο   (0,1] . 

Η g συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 𝚨𝟐 = (𝟎, 𝟏] και 

lim
x→0+

g(x) = 1 

g(1) =
1

2
− 2 + 1 =

1

2
−
2

2
= −

1

2
 

Συνεπώς g(A2) = [g(1), lim
x→0+

g(x)) = [−
1

2
, 1) 

 
Η g συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 𝚨𝟑 = (𝟏,+∞) 

lim
x→+∞

g(x) = −
1

2
lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(x ∙ lnx +
x2

2
− 2x + 1) = +∞ 

επειδή  lim
x→+∞

(x ∙ lnx) = +∞ και lim
x→+∞

(
x2

2
− 2x + 1) = lim

x→+∞

x2

2
= +∞ 

Άρα g(A3) = (lim
x→1
g(x), lim

x→+∞
g(x)) = (−

1

2
, +∞) 

 0 ∈ g(A1). Άρα υπάρχει x1 ∈ A1  τέτοιο ώστε g(x1) = 0 και επειδή 
g γνησίως αύξουσα στο A1 το x1 είναι μοναδικό. 

 0 ∈ g(A2). Άρα υπάρχει x2 ∈ A2  τέτοιο ώστε g(x2) = 0 και επειδή 
g γνησίως φθίνουσα στο A2 το x2 είναι μοναδικό. 

 0 ∈ g(A3). Άρα υπάρχει x3 ∈ A3  τέτοιο ώστε g(x3) = 0 και επειδή 
g γνησίως αύξουσα στο A3 το x3 είναι μοναδικό. 

Ακόμη ισχύει x1 < 0 < x2 < x3. Άρα η Cg τέμνει τον x′x σε ακριβώς 

τρία σημεία Α(x1,0), B(x2,0),  Γ(x3,0). 

 

γ). Ζητάμε το πρόσημο της g στο [2,3]. Γνωρίζουμε ότι στο  1, έχει 

μοναδική ρίζα την 3x   από το Δ2.Πρέπει να προσδιορίσουμε τη θέση της 

ρίζας .Στο [1,2] η g είναι συνεχής και g(1) g(2) ln 2
1

2
     ,άρα από Θ.B η 

 3x 1,2 .Για 3x x η f είναι γνησίως αύξουσα ,άρα 
3

g(x) g(x ) 0  .Οπότε 

στο [2,3] ισχύει g(x) 0 .Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 



 

 

2 23 3 3

2 2 2

3 3
2 33

2

22 2

x x
E (x ln x 2x 1)dx x ln xdx ( 2x 1)dx

2 2

x 1 x
ln x xdx x x ....

2 2 6

9 25
ln3 ln 4

2 12

        

     
   

    
   

  



 

 

δ.i) h(x)= 
22 xf (x ) e . Αφού η H(x) είναι παράγουσα στο  τότε 

2xΗ (x) h(x) e    

 
11 1 1

0 0 00
H(x)dx (x) H(x)dx x H(x) x H (x)dx 1 H(1) 0 H(0)              

2 2

2 2

1
2 x x

1 1 1
x x

0 0 0

0

x e e e 1 e 1
x e dx 0 0 e dx dx

2 2 2 2 2 2

       
                  

      
    

ii.  

 

 

 

 

 

H H(x) είναι κυρτή στο [0, ) και Η (x) 1 [0, ) . To Δ(0,Η(0)) είναι 

σημείο καμπής της HC . H H(x) είναι συνεχής το [5x , 7x] με x>0. H H(x) 

είναι παραγωγίσιμη στο (5x , 7x). Από Θ.Μ.Τ υπάρχει 0x (5x,7x) τέτοιο 

ώστε 
0 0

H(7x) H(5x) H(7x) H(5x)
Η (x ) Η (x )

7x 5x 2x

 
   


.Ακόμη 0<5x< 0x <7x

𝐻′↑
⇔ 

0

H(7x) H(5x)
H (x ) H (7x) H (7x) H(7x) H(5x) 2x h(7 x)

2x


           

H(7x) 2x h(7x) H(5x)     για κάθε x>0. 

ε. α’ τρόπος:
x x x x x

0

x 0 x 0 x 0

f (x) f ( x) e e e (e 1)
lim lim lim e .1 1

x x x x x x

  

  

   
   

  
 ,αφού 

x x u
u

x 0 u 0 u 0

(e 1) (e 1)
lim lim lime 1

x x u



  

 
  


 , θέσαμε x x u  . 

β’ τρόπος:  
για x>0, ημx<x οπότε με Θ.Μ.Τ. στο [ημx,x] και κριτήριο παρεμβολής το 

 

x 

H (x)  

H(x)  

--- 

4 

+ 

  0 
  Η Η(x) είναι συνεχής στο  και 

παραγωγίσιμη 
2xΗ (x) e  . Οπότε 

2xΗ (x) 2x e   . H (x) 0 x 0     

 
3 Σ Κ 



 

 

όριο είναι 1.  
για x<0,ημx>x οπότε με Θ.Μ.Τ. στο [x,ημx] και κριτήριο παρεμβολής το 
όριο είναι 1. 
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